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1 Einleitung

Computergestiitzte, numerische Losungsverfahren sind aus der heutigen moder-
nen Wettervorhersage nicht mehr wegzudenken. Die Weiterentwicklung von Wet-
termodellen spielt dadurch eine wichtige Rolle in der Forschung und obliegt einen
interdisziplindren Austausch zwischen der Physik, Meteorologie, Mathematik und
Informatik.

Zur Verbesserung der Qualitit von Wettermodellen existieren unter-
schiedliche Ansétze und Moglichkeiten. Beispielsweise kann die Beschreibung
von kleinrdumigen Prozessen, die innerhalb einer Modell-Gitterzelle liegen und
somit nicht direkt durch das Modell aufgelost werden konnen, verbessert wer-
den. Darunter fallen wolkenphysikalische Vorgiange (Tropfenbildung, Umwand-
lungsprozesse etc.) sowie Turbulenz, Konvektion und auch Strahlung. Auch
Waérme- und Feuchtestrome am Boden gehoren zu diesen Parametrisierungen,
welche aufgrund ihrer Komplexitét einiges an Rechenzeit beanspruchen.

Neben der Neu- und Weiterentwicklung von numerischen Zeitintegrationsver-
fahren ist es auch moglich, das Grundgleichungssystem des Modells zu vari-
ieren, indem man z.B. andere prognostische Variablen in die Modellbeschreibung
einfiihrt.

Fiir den operationellen Betrieb von Wettermodellen sind auflerdem die Ver-
wendung von immer leistungsstirkeren Computern, prézisere Aufarbeitung von
Daten (Datenassimilation) sowie eine hohere Verfiigbarkeit von Wetterdaten von
Bedeutung.

Ziel dieser Diplomarbeit ist es, unterschiedliche prognostische Variablen in
ein Stromungsmodell einzubauen. In der Literatur existiert eine Vielzahl ideal-
isierter Testbeispiele zum Testen neuer Modellimplementierungen. Ein solches
Testbeispiel, das sich besonders fiir die Validierung der thermodynamischen Gle-
ichungen und der Wolkenmikrophysik eignet, wurde von [Bryan u. Fritsch [2002]
beschrieben. Dariiberhinaus sollen sowohl Wasserdampffliisse als auch fallender
Niederschlag der Modellumgebung hinzugefiigt werden.

Das Gleichungssystem, welches fiir die numerische Modellerierung diskretisiert
wird, leitet sich aus den fundamentalen Erhaltungssétzen der Stromungsmechanik
und Thermodynamik ab. Insofern handelt es sich letztendlich um ein nicht-
approximiertes Gleichungssystem, wenngleich zu betonen ist, dass an manchen
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Stellen vereinfachende Annahmen gemacht werden. Dies erscheint z.B. dann sin-
nvoll, wenn die Komplexitdt zu sehr ansteigt und dadurch keine effiziente Mod-
ellierung mehr moglich ist oder wenn spezielle Einfliisse so gering sind, dass sie
fiir das Gesamtergebnis keine Rolle spielen. So untersucht beispielsweise [Bannon
[2002] GréBenordnungen in einer allgemeinen Formulierung von Gleichungen, die
die Dynamik und Thermodynamik von Wolkenluft beschreiben.

Ein wichtiges Argument bei der Suche nach einer geeigneten thermodynamis-
chen Variable, welche prognostisch in einem Modell berechnet werden soll, ist
ihre Erhaltungseigenschaft. Nach Thuburn |2008] gibt es eine Reihe von Griinden,
warum diese Eigenschaft von grofler Bedeutung ist, da z.B. mit der Energieerhal-
tung das Auftreten von nichtlinearen Instabilititen vermieden werden kann.

Im folgenden Kapitel werden wichtige thermodynamische Gréflen und Zusam-
menhénge zur Beschreibung der feuchten Atmosphére erldutert. Dabei wer-
den bereits abgeleitete Temperaturgréfien, welche spéter auch als prognos-
tische Variablen vorkommen, hergeleitet. Kapitel Bl , Numerik“, gibt einen
Uberblick iiber das numerische Modell und den mathematischen Hintergrund des
Zeitintegrationsverfahrens. Die dem Modell zugrunde liegenden kompressiblen
Euler-Gleichungen mit den jeweils unterschiedlichen thermodynamischen Vari-
ablen (verallgemeinerte virtuelle Temperatur, Entropie, Gesamtenergie und Luft-
druck) werden im 4. Kapitel, ,, Modellformulierungen*, vorgestellt und ausfiihrlich
erklart. All diese Voriiberlegungen bilden die Grundlage fiir die Durchfithrung
der Testbeispiele im 5. Kapitel. Abschlieend sollen in Kapitel 6, ,,Diskussion
und Ausblick”, die Ergebnisse bewertet und interpretiert werden. Ebenso werden
Ideen fiir zukiinftige Weiterentwicklungen angesprochen.



2 Thermodynamik feuchter Luft

Wasserdampf spielt in der Atmosphére eine bedeutende Rolle. Obwohl sein An-
teil in der Luft mit 0 bis 4 % gering ist, ist er fiir die Bildung von Wolken-
tropfen und Niederschlag verantwortlich. Da der Wasser in der Atmosphére in
allen drei Phasen vorkommt, werden bei Phaseniibergéngen grofie Mengen an la-
tenter Wérme freigesetzt oder aufgebraucht. Dariiber hinaus hat die Préasenz von
Wasser in der Atmosphére Auswirkungen auf die Dynamik und den Strahlung-
shaushalt.

In den folgenden Unterabschnitten wird eine Einfithrung in die Thermody-
namik feuchter Luft (moist air thermodynamics) gegeben. Wichtige Kenngroen
zur Beschreibung des Wasserdampfs werden in Abschnitt 2.1] eingefiithrt. Abge-
leitete Temperaturen, welche fiir die Beschreibung der Anderungen der Luftdichte
aufgrund des Wasserdampfes und/oder Wolkenwassers geeignet sind, werden in
vorgestellt.

2.1 Feuchtevariablen

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, den Feuchtegehalt von Luft zu beschreiben.
Die am héufigsten verwendeten Grofien (mit den gebrauchlichen Einheiten) sind

e die Dichte des Wasserdampfes g, [kg m™3]

e das Mischungsverhiltnis 7, = £ [g kg™

e die spezifische Feuchte ¢, = 2 [g kg™

e der Dampfdruck p, [hPa]

Dabei sind gy die Dichte der trockenen Luft und g die Gesamtluftdichte (inklusive
Wasserdampf). Die Indizes richten sich nach den englischsprachigen Bezeichnun-
gen: d fiir trockene Luft (dry air) und v fiir Dampf (vapor). Die Feuchtemafe
lassen sich auch als Funktionen der anderen Gréflen ausdriicken. So erhilt man
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beispielsweise folgende Zusammenhénge:

Ov Ty
. _ , 2.1
Y et e ol (21)
y&
R
R,T d Pv Do
TU g Da —= ﬁ_ = £ — . (22)
RyT v Pd P— Do

Dabei wurden fiir die Partialdichten trockener und feuchter Luft die Zustands-

gleichung idealer Gase benutzt:

_ P
RT

T ist hierbei die absolute Temperatur [K] und R die individuelle Gaskonstante

[J kg™t K], welche als Quotient der universellen Gaskonstante [J mol™' K™!]

und der molaren Masse [kg mol™!] des jeweiligen Gases definiert ist:

L

A

Des Weiteren ist € der Quotient der individuellen Gaskonstanten trockener und
wasserdampfhaltiger Luft, oder, wie man aus Gl. (Z4]) erkennen kann, der Quo-

p = oRT bzw. 0 (2.3)

R

(2.4)

tient der jeweiligen molaren Massen:

Ry _ M,
R, M,

e ~ 0,622, (2.5)

In Gl. (2:2)) wurde auflerdem Gebrauch vom Dalton’schen Gesetz gemacht:
p= Z Di - (2.6)

Der Gesamtdruck setzt sich bei einem idealen Gas aus der Summe der Partial-
driicke zusammen. Sowohl trockene Luft als auch Wasserdampf konnen in guter
Néaherung als ideale Gase angesehen werden. Also folgt fiir den Druck

R Ty
P =Pa+pv = 0aRdT + Qv?dT = Pa (1 + €> : (2.7)

Eine weitere, oft verwendete Groéfle zur Beschreibung des Wasserdampfgehalts
ist die relative Feuchte H. Sie gibt das Verhéltnis von dem aktuellen und dem
Sattigungsdampfdruck an:

H="r (2.8)

€s
Der Sattigungsdampfdruck e, ist dabei allein eine Funktion der Temperatur.
Fiithrt man nun Wasser in seiner Reinform (liguid) in die Betrachtungen
ein, so ist es notwendig, noch eine weitere Groflen zu definieren, um den
Fliissigwassergehalt zu beschreiben:
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e das Fliissigwasser-Mischungsverhéltnis r; = 2 g kg™1].

e der spezifische Fliissigwasser-Gehalt ¢, = £ g kg™!].

o0y ist analog die Dichte des Fliissigwassers. Damit ldsst sich der Gesamtwasserge-
halt definieren:
Ty =T, + 1. (2.9)

2.2 Abgeleitete Temperaturen

2.2.1 Potentielle Temperatur

Die potentielle Temperatur, die sich aus dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik
ableitet, lautet im trockenen Fall

f="T (E)H . (2.10)

b

T ist dabei die absolute Temperatur, p, ein Referenzdruck (iiblicherweise
wihlt man py = 1000 hPa), k = Ry/c,q die PoissoN-Konstante und ¢,y =
1004 J (kg K) ™" die spezifische Wirmekapazitiit fiir trockene Luft bei konstantem
Druck.! Die potentielle Temperatur ist nun diejenige Temperatur, die ein Luft-
paket annimmt, wenn es unter adiabatischen Prozessen auf den Referenzdruck
gebracht wird (Etling [2008]).

Gleichung (2.10)) ist giiltig fiir eine absolut trockene Atmosphére. Beim Vorhan-
densein von Wasserdampf dndert sich der Ausdruck im Exponenten. Es ist somit
vonnoten, fiir die Gaskonstante und die Wérmekapazitit eine Formulierung zu

finden, die die Wasserdampfabhéngigkeit beriicksichtigt. Wir betrachten daher
1

die Zustandsgleichung und fithren das spezifische Volumen o = 5 ein:
pa = RT mit (2.11)
\%4 Qg RdT 1
= = =
mg+m, 1+, pa 1+1,

R/ T 1+, . T
_ Sl 1T/ /e =R, — (2.12)

p 14 p

Dabei sind V' das Volumen, mg und m, die Massen der trockenen und wasser-
dampfhaltigen Luft und a4 das spezifische Volumen trockener Luft. Zum Erset-
zen des trockenen mit dem Gesamtdruck wurde Gl. (2.7) benutzt. R, ist nun

'Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass die spezifischen Wirmekapazitéiten eine leichte Druck-
und Temperaturabhéngigkeit besitzen. Da diese aber innerhalb der Troposphére nur um
maximal 3% des angegebenen Wertes variieren, kénnen sie fiir unsere Betrachtungen als
konstant angenommen werden. Vgl. dazu [Emanuel, 1994, S. 109 und Appendix 2].
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die Gaskonstante des feuchten (moist) Luftgemisches. Haufig wird sie auch als
effektive Gaskonstante bezeichnet.
Ahnlich verfihrt man bei der spezifischen Wirmekapazitit: Der 1. Hauptsatz
der Thermodynamik lautet
0Q =dU — adp. (2.13)

0Q ist die zugefiihrte Wiarmeenergie und dU die innere Energie. Da 0@ eine
wegabhéngige Prozessgrofe ist, stellt sie kein vollstandiges Differenzial dar und ist
deshalb mit dem griechischen Buchstaben delta gekennzeichnet. Bei konstantem

Druck ldsst sich Gl. (ZI3]) schreiben als:
(M, +mg)dQ) = (MaCpg + MyCpy)dT . (2.14)

Cpy 1st die spezifische Warmekapazitdt von Wasserdampf bei konstantem Druck
und hat einen Wert von ¢, = 1870 J (kg K)_l. Division durch my und Beachtung
der Definition der Mischungsverhéltnisse liefert:

(14 70)0Q = (g + rocpu)dT 2.15)
=06 = %‘m (2.16)
g Cpd + TuCpo )
(8—?) - pd1_|_7trp = 4dCpd + QvCpy = Cpm, - (2.17)
p v

Auf die gleiche Art und Weise findet man auch einen Ausdruck fiir die spezifische
Warmekapazitéit feuchter Luft bei konstantem Volumen:

P Coud + TyCou
vm
1+,

= QdCvd t+ QuCuo (218)

mit ¢, = 1410 J (kg K)f1 als spezifische Warmekapazitiat von Wasserdampf bei
konstantem Volumen. Zusammenfassend seien in Tabelle 2.1l charakteristische
Werte fiir die Gaskonstante sowie die spezifischen Wirmekapazitaten fiir das
Gemisch feuchte Luft gegeben.

Aus praktischen Griinden wird spéter in den Formulierungen mit trocken-
spezifischen Groflen gearbeitet, so dass wir die Warmekapazitdten und Gas-
konstante folgendermaflen definieren:

Y

Cpm =—Cpm = Cpd + TuCpy (2.19)
0d

Com zﬁévm = Cpd + TvCou (2.20)
0d

Ry =2 Ry = Ry + 1Ry (2.21)

Od
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Bezeichnung Formelzeichen/Ausdruck | Wert fiir r, = 0,04
Gaskonstante R, = Rd%’;f 293,69 J (kg K)!
spezifische Gy = BATICY 992,96 J (kg K)~*
Wirmekapazitat

bei konstantem Druck

spezifische Com = % 1867,27 J (kg K)~!

Waérmekapazitdt bei

konstantem Volumen

Tabelle 2.1: Gaskonstante und spezifische Wérmen fiir das Gemisch feuchte Luft

Wir erhalten nun folgenden Ausdruck fiir die feuchte potentielle Temperatur:

Rm

G=T (Zﬁ) o (2.22)

p

Um die Wasserdampfabhéangigkeit der potentiellen Temperatur zu untersuchen,

schreiben wir den Exponenten aus:
Rg(1+72)
) de+Tvva

T <
R 1472
ch‘v C;U
T <_0) pd MHepa
p

%(1—0,247"0
~T <@) ’ . (2.23)
p

0

SAL:

s

Da r, unter atmosphérischen Bedingungen kaum einen Wert iiber 0,04 erreicht,
andert sich der Exponent im Vergleich zum trockenen Fall um weniger als 1%. Fiir
einfache Rechnungen kann man somit fiir die potentielle Temperatur Gl. (Z10)
benutzen.

Sind sowohl Wasserdampf als auch Fliissigwasser vorhanden, so muss dies bei
der spezifischen Warmekapazitit beachtet werden. Die Gaskonstante hingegen
bleibt invariant.

N Cpd + TvCpy + T1Cp

Cpml = 1+7, 41 = 4dCpd + QuCor + qiCpl » (224)

wobei ¢, = 4186 J (kg K)™! die spezifische Wirmekapazitit von Fliissigwasser
bei konstantem Druck ist. Die feuchte potentielle Temperatur lautet dann in ihrer
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allgemeinen, fiir Wolkenluft giiltigen Form

§=T (@)Hm (2.25)

p

mit K, = Ry, /Cpmi. Sie wird, um sie von der trockenen potentiellen Temperatur
zu unterscheiden, mit einer Tilde gekennzeichnet.

2.2.2 Verallgemeinerte virtuelle potentielle Temperatur

Die in Abschnitt 2.1] eingefiihrte Zustandsgleichung fiir ideale Gase soll nun
auch fiir feuchte Luft aufgestellt werden. Da die molare Masse von Wasserdampf
geringer ist als diejenige von trockener Luft, ist wasserdampfhaltige Luft leichter
als trockene Luft. Sie hat demnach auch eine geringere Dichte. Diese Wasser-
dampfabhéingigkeit der Dichte wird in der Meteorologie in einer wasserdampf-
abhédngigen Temperatur ausgedriickt, der sogenannten virtuellen Temperatur. Sie
ist demnach diejenige Temperatur, welche trockene Luft haben miisste, damit sie
die gleiche Dichte und den gleichen Druck hétte wie die feuchte Luft (vgl. [Etling
[2008]). Mithilfe dieser Temperatur kann das Gemisch feuchte Luft mit der Zus-
tandsgleichung fiir trockene Luft behandelt werden. Setzt man also Gl. (Z12)) in
die Zustandsgleichung fiir ideale Gase (2.3]) ein, so erhélt man

p = oR4T, (2.26)
mit . /
+1ry/€
T, =T—. 2.27
L+7, (2.27)

Wiederum soll auch der Fliissigwassergehalt r; in die Betrachtungen einbezo-
gen werden. Benutzt man das spezifische Volumen fiir das System trockene
Luft /Wasserdampf/Wolkenwasser (,, Wolkenluft“) und die Zustandsgleichung, so

findet man
T 1+r,/e

¢ L4+r,+m
Diese Temperatur wird bei [Emanuel [1994] als Dichte-Temperatur bezeichnet
(density temperature). In Anlehnung an [Schnaidt [1944] soll sie im Folgenden als

(2.28)

verallgemeinerte virtuelle Temperatur bezeichnet werden. Analog gilt auch die
Definition von T, mit dem Unterschied, dass es sich jetzt nicht nur um feuchte
Luft, sondern um Wolkenluft handelt. Man beachte, dass T, sich bei Abstinenz
von kondensiertem Wasser zu T, reduziert. Ersetzt man nun in Gl. (2:25]) die abso-
lute mit der verallgemeinerten virtuellen Temperatur, so erhélt man die Dichte-
potentielle (density potential temperature) oder auch verallgemeinerte virtuelle
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potentielle Temperatur:

N
0, gi/g.
1+r,+mn

(2.29)

2.2.3 Aquivalentpotentielle Temperatur

Wenn in der Meteorologie von der dquivalentpotentiellen Temperatur die Rede
ist, so steht dies in engem Zusammenhang mit dem Begriff der Entropie. Die
Entropie S ist eine Zustandsgrofie und folgendermafien definiert (2. Hauptsatz
der Thermodynamik):

_ 9@

as B

(2.30)

Gl. (230) sagt aus, dass die Entropie unter reversiblen, adiabatischen Prozessen?
(6@ = 0) erhalten bleibt. Definiert man die spezifische Entropie als Quotient aus
Entropie und der Einheitsmasse trockener Luft, so folgt:

S _ 0dSd T+ OvSv + iS1

5= — = S+ TvSy + 715 (2.31)
0d 0d

Nimmt man nun Phasengleichgewicht zu jedem Zeitpunkt an und benutzt
die Clausius-Clapeyron-Gleichung sowie die Definitionen der trockenspezifischen
(Partial-)Entropien (vgl. [Emanuel, 1994, S. 119f]), so erhélt man folgenden Aus-
druck fiir die trockenspezifische Gesamtentropie:

TyLy

s=c,InT — Rglnpg —r,R,InH + T

(2.32)

mit
Cp = Cpa + TiCpl (2.33)
als , effektive Wiarmekapazitdat. Der Einfachheit halber wird im Folgenden s nur
noch als Entropie bezeichnet.
Die dquivalentpotentielle Temperatur 6. ist nun so definiert, dass folgender
Zusammenhang gilt:

¢, Inf. = s+ Ryqlnpy. (2.34)
Daraus folgt
ﬁ
Do\ _rvRy LUTU}
0. =T |— H v ex ) 2.35
() e[ 2

2Fiir typische, atmosphirische Bewegungsvorginge lisst sich sagen, dass jeder adiabatis-
che Vorgang auch reversibel ist. Solche Vorgénge sind isentrop und somit auch entropie-
erhaltend. Es gibt jedoch auch Vorgénge, die adiabatisch, aber nicht reversibel sind und
damit eine Entropieiinderung implizieren. Darauf wird in Kapitel @l noch genauer eingegan-
gen.
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Physikalisch gesehen ist die dquivalentpotentielle Temperatur diejenige Temper-
atur, die sich theoretisch ergibt, wenn der in einem Luftpaket enthaltene Wasser-
dampf vollstéindig kondensiert und die vorher im Wasserdampf vorhandene, la-
tente Warme nun an die Luft abgegeben wird, welche anschlieend trockenadia-
batisch auf den Referenzdruck py gebracht wird.

2.3 Innere Energie und Enthalpie

Die innere Energie eines Gases ist eine Energieform, welche der Summe der
kinetischen Energien aller im betrachteten Volumen vorhandenen Molekiile pro-
portional ist. Damit wird der mikroskopische Zustand des Gases beschrieben. Dies
steht im Gegensatz zu zwei weiteren wichtigen Energieformen, der kinetischen und
potentiellen Energie, welche aber ihrerseits das makroskopische System Gasvolu-
men beschreiben (Etling [2008]).

Die innere Energie eines Luftgemisches, welches in unserem Fall aus trock-
ener Luft, Wasserdampf und Fliissigwasser bestehen soll, ldsst sich als Summe
der partiellen inneren Energien darstellen. Diese lauten nach [Satoh u.a., 2008,
Appendix B]:

eqg = Cpal', ey, =cuT + Lo, e =cuT. (2.36)

Diese Groflen sind hierbei in spezifischer Form angegeben, also als partielle innere
Energien pro Einheitsmasse, mit der Einheit J kg=t. Der Term Ly = 3,14762 x
10% J kg™ ! ist die latente Verdampfungswirme bei 0 K. Analog dazu lassen sich
auch spezifische Partialenthalpien definieren:

hd = deT, hv = vaT + LOO s hl = CplT . (237)
Damit lassen sich die feuchte Enthalpie und innere Energie wie folgt darstellen:

h :qdcpdT + qU(va + LOO)T + qlcplT , (238)
e =h— 'g = qaCudL + qv(Cvw + Loo)T + qepT . (2.39)

Dabei wurden die Zustandsgleichung idealer Gase
p = 0(qaRa + qR,)T (2.40)

und folgende Beziehungen zwischen den Gaskonstanten und den spezifischen
Wiérmen benutzt:

Ry =cpa—coa, Ry =cCpy— Cpo. (2.41)
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Gleichung (2.39) lisst sich auch als Summe des sensiblen und latenten Teils der
inneren Energie schreiben:

€ = €sens T Clat = (Qdcvd + GvCoyy + QICpl)T + quOO . (242)

Anhand dieser Gleichung lésst sich leicht erkennen, dass die absolute Temperatur
linear in die innere Energie eingeht, was im Einklang mit ihrer Definition steht,
namlich der Proportionalitdt der Summe der kinetischen Energien der Molekiile.

Die Enthalpie h = e + p/p ldsst sich, physikalisch gesehen, als Summe von in-
nerer Energie und Druckarbeit auffassen. Aulerdem wird anhand ihrer Definition
klar, warum die latente Verdampfungswérme L, auch als Verdampfungsenthalpie

bezeichnet wird, denn:

Ahv = hv — hl = L(]O —+ (va — Cpl)T = LU(T) . (243)






3 Numerik

3.1 Das Modell ASAM

Alle Implementierungen und Rechnungen von Testbeispielen wurden an
dem am Leibnitz-Institut fiir Troposphérenforschung in Leipzig entwickelten
Stromungsmodell ASAM (All Scale Atmospheric Model) vorgenommen. Dieses
Modell unterliegt standigen Weiterentwicklungen und kann fiir Forschungszwecke
vielseitig verwendet werden. Der Vorteil, der das Modell auszeichnet, ist, dass
diverse atmosphérische Phénomene der unterschiedlichsten Skalen modelliert
werden konnen. Das ASAM-Modell ist imstande, mit einem kartesischen oder
sphérischen Koordinatensystem zu rechnen. Orographie oder Hindernisse (z.B.
Gebdude) konnen mit sogenannten cut cells in das Gitter eingebaut werden.
Eine Aufteilung des Gitters in verschiedene Blocke ist moglich, welche par-
alleles Rechnen erlaubt. In kartesischen Koordinatensystemen wird mit einem
verschobenen Gitter (staggered grid) gerechnet, in dem die skalaren Grofien
in der Zellmitte und die Vektorgréfie Windgeschwindigkeit am Rand der Zelle
existieren. Dadurch konnen die Differenzenquotienten genauer berechnet wer-
den und Diskretisierungsfehler, die durch die Entkopplung von Skalar- und
Vektorgroflen entstehen, werden vermieden. Zudem sind neben einem Bulk-
Mikrophysikschema sowohl Strahlungs- als auch Chemiemodule implementiert.
Ein wichtiger Aspekt fiir die Modellierung atmosphéarischer Prozesse, welcher let-
ztendlich auch ein zentraler Bestandteil dieser Arbeit ist, ist die Formulierung
der Thermodynamik. Die thermodynamischen Gleichungen in diesem Modell un-
terscheiden sich von denen in den meisten, operationell eingesetzten Wettermod-
ellen. So rechnet der Deutsche Wetterdienst (DWD) in seinem COSMO-Modell
(Consortium for Small-scale Modeling) mit der absoluten Temperatur (Baldauf
u.a. [2010]) und das WRF-Modell (Weather Research and Forecasting) mit der
trockenen potentiellen Temperatur (Skamarock u.al [2008]). In ASAM hinge-
gen wurde standardméfBig die verallgemeinerte virtuelle potentielle Temperatur
verwendet, in der die Gaskonstante und die spezifischen Warmekapazitaten der
feuchten Wolkenluft verwendet und nicht durch deren Groflen fiir trockene Luft
approximiert werden.

Die Zeitdiskretisierung wird im Modell durch die Rosenbrock-Methode in

13
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Kombination mit der approximierenden Matrix-Faktorisierung (AMF) realisiert.
Dadurch soll der numerische Aufwand bei der Losung der lineraren Gleichungssys-
teme verringert werden. Diese Methode wird im folgenden Kapitel genauer
erlautert.

3.2 Zeitdiskretisierungsverfahren

Um ein prognostisches Gleichungssystem zu formulieren, in welchen die Vari-
ablen Erhaltungseigenschaften aufweisen sollen, eignet es sich, Flussgrofien zu
definieren:

—

V =p0, (3.1)
© =o0.

Knoth [2006] stellt ein Zeitdiskretisierungsverfahren fiir die kompressiblen Euler-
Gleichungen, giiltig fiir eine trockene Atmosphére, vor.

8(8921) + V(o7 -7) = —Vp — ogk — F.. (3.3)
00 L
a—%v-(gv)—o, (3.4)
d(ob .
% 4V - (067) = Qp . (3.5)

Wie an spéterer Stelle noch gezeigt wird, ldsst sich mit der hier aufgezeigten
Numerik auch das komplexere System feuchte Atmosphire effizient modellieren.
Um dieses System zu schlieffen, muss der Druck noch bestimmt werden, was
diagnostisch iiber die Zustandsgleichung moglich ist.

Als Erstes erfolgt die rdumliche Diskretisierung, so dass man das System als
gewohnliche Differentialgleichung der Form

y' = F(y) (3.6)

schreiben kann. Im Anschluss daran erfolgt die Zeitintegration mittels einer
speziellen Rosenbrock-Methode nach [Lanser u. al [2001]. Die Vorgehensweise der
Diskretisierungsreihenfolge wird auch als Linienmethode bezeichnet. Eine Euler-
vorwarts-Diskretisierung fiithrt zu:

=F@y") + F'y") " —y"), (3.7)

wobei

F'y")=J (3.8)
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gerade die Jacobi-Matrix ist und folgende Form hat:

9F, 0F,

9o 1%
OFy 6611‘7 OF -

— 1%
J=|%e e o (3.9)

0 O0Fg O0Fg

av 90

Diese Matrix kann in zwei separate Matrizen aufgeteilt werden, wobei es dafiir
selbst zwei verschiedene Ansétze gibt:

ZL 00 0 %% 0
J=Jr+Jp= 85”; 8;5 0o |+|o o Zv (3.10)
0o o0 Ze 0 Ze 0
oder
SL 0 0 0 2% 0
J=Jr+Je=|0 Zv o |+|F 0o FE|. (3.11)
0 0 2%e 0 Ze 0

Dabei repréisentiert die erste Matrix Jp den Transport- und Quellenteil und bein-
haltet Advektion, Diffusion sowie die Quellterme. Die zweite Matrix Jp ist fiir
den Druck verantwortlich. Die erste Variante der Separierung ist absolut stabil
fiir Schallwellen, wihrend die zweite Variante sowohl fiir Schallwellen als auch
Schwerewellen stabil ist. Diese zusétzliche Stabilitdt wird durch eine Helmholtz-
Gleichung doppelter Dimension erreicht. Beide Systeme konnen mithilfe des Ver-
fahrens der konjugierten Gradienten (conjugate gradients, CG) mit geeigneter
Vorkonditionierung (preconditioning) gelost werden.

Die Rosenbrock-Methode zéhlt dadurch zu den linear impliziten Zeitintegra-
tionsverfahren, in der Zeitschrittbeschrankungen (bei kleinen Gitterweiten z.B.
nahe den Polen oder kleinen cut cells) durch die voll-implizite Behandlung der
Gleichungen vermieden werden.






4 Modellformulierungen

Das Hauptziel dieses Kapitels ist es, ein mathematisches Modell zu formulieren,
welches atmosphérische Stromungen simuliert, wobei die Atmosphére auch
Wasserdampf und Fliissigwasser enthalten kann. Es sollen Phasenumwand-
lungen zwischen Wasserdampf und Fliissigwasser stattfinden und es wer-
den Wasserdampflliisse einbezogen. Letzteres ist sinnvoll beim Vorhanden-
sein einer Wasserfliche (z.B. Ozean) oder einer feuchten Bodenschicht, da
durch Verdunstungsprozesse zusétzlicher Wasserdampf erzeugt wird. Des Weit-
eren sollen Regentropfen, welche eine hinreichend grofle Masse besitzen, als
Niederschlag in Richtung Boden fallen konnen, also eine zusétzliche Ver-
tikalgeschwindigkeit besitzen. Dieser Niederschlag besteht in unserem Fall auss-
chliefllich aus Fliissigwasser, da der Einfachkeit halber keine Eisphasen betra-
chtet werden. Unter Beachtung dieser Voraussetzungen wurden vier verschiedene
thermodynamische Variablen in das Modell implementiert. Diese sind die verall-
gemeinerte virtuelle Temperatur 60,, die dquivalentpotentielle Temperatur bzw.
Entropie 6., die Gesamtenergie E und der Luftdruck p. In der letzten Variante
wird jedoch zusétzlich auf die Gleichung fiir die Gesamtenergie zuriickgegriffen,
da die Gleichung fiir den Luftdruck —im Gegensatz zu den drei anderen Versionen
— nicht in einer konservativen Form aufgestellt ist. Dieses Kapitel bildet daher
die Grundlage fiir die Durchfithrung der Testbeispiele in Kapitel [l

4.1 Die kompressiblen Euler-Gleichungen

Die zeitliche, materielle Ableitung einer skalaren oder vektoriellen Grofle y =
X(x,y,z,t) ldsst sich folgendermaflen schreiben:

dx Oxdxr Oxdy Oxdz Oxdt 0Ox Ox  Ox ox Ox
dt " Dvdt oydt  ozdt ordr ot “ox oy oz a*“'(VX)-
4.1
Gleichung (1)) stellt die advektive Form des zeitlichen Differenzials der
GroBle x dar, wobei w, v und w die Komponenten des kartesischen
Windgeschwindigkeitsvektors sind. In unserem Modell sind die Gleichungen je-
doch in der Flussform aufgestellt und mit der Gesamtluftdichte multipliziert.
Dadurch bleibt die Gesamtmasse nach jedem Modelllauf erhalten.

17
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Das Grundgleichungssystem unseres Modells besteht aus der Euler-
Gleichung (Bewegungsgleichung), der Kontinuitétsgleichung, einer Energie-
oder Temperaturgleichung und Gleichungen fiir den Wasserdampf- und
Fliissigwassergehalt.  Dadurch  erfolgt eine quantitative Beschreibung
der atmosphérischen Bewegungsvorginge mittels der Zustandsvariablen
Windgeschwindigkeit, Gesamtluftdichte, einer thermodynamischen Variable
und den spezifischen Groflen zur Beschreibung des Wassergehalts. Dieses
Gleichungssystem in kompressibler Form sei im Folgenden zusammengefasst:

D(ov)  9(00)

i = o T V(¥ ) =—Vp- ogk — %(glwfw) . (42

% - % + V- (0V) =Quv — Qau ; (4.3)

D(lgfx) _ 8(2?) +V - (00,7) :g% +0.(Qv — Qran) (4.4)
%Qf - aaiv + V- (000) =Quv + Qph, (4.5)

% - % + V- (V) = — Qpn — Qanr - (4.6)

Auf der rechten Seite der Euler’schen Bewegungsgleichung (4.2) soll die Cori-
oliskraft ﬁc =20 x (o¥) vernachlissigt werden. Es verbleiben also die Druckgra-
dientkraft und die Schwerkraft. Dabei sind g = 9,81 ms™! die Schwerebeschleu-
nigung und k der Einheitsvektor in z-Richtung.

Die Kontinuitatsgleichung (4.3]) beschreibt das Verhalten der Dichte in einem
Volumenelement. Im Falle der Abstinenz des Wasserdampfusses und des Nieder-
schlags existieren keine zusitzlichen Quellen/Senken in der Gesamtdichte und
man erhélt die ,klassische® Definition der Kontinuitétsgleichung.

Die rechten Seite von Gleichung (4.4]) ergibt sich durch Differenzierung des
Produktes der Dichte g und der thermodynamischen Variable, welche hier allge-
mein als 6, bezeichnet werden soll.

d(oh,) _ db, , do _ db, )
dt =0 dt emdt =0 dt +‘9$< Qv U+Qv Qfall)
df

=—00,V -7+ Qd—; +0,(Qv — Qrant) (4.7)

Bringt man den ersten Term der rechten Seite von Gleichung (A7) auf die linke

Seite, erhélt man die Flussform dieser Gleichung, welche dann genau Gleichung
(4.4) entspricht. Der Term df,. /dt hingt von der Wahl der thermodynamischen
Variable ab und muss daher immer gesondert berechnet werden.

Gleichungen (435) und (£0) sind formal auch Kontinuitdtsgleichungen — sie
weisen die gleiche Struktur wie Gleichung (4.3]) auf. Der Wasserdampfproduktion-
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sterm sowie Phasenumwandlungen von Fliissigwasser zu Wasserdampf (Verdun-
stung) bilden die rechte Seite von Gleichung (&5). Anderungen des Fliissigwassers
entstehen durch Kondensation und Niederschlag. Man beachte, dass die beiden
Gleichungen auch durch die spezifischen Groflen ausgedriickt werden kénnen:

D(og,)  9(0qv)

Dt Ot +V- (QQUU) =@, + Qph , (4.8)
D 0
E)thl) - (gfl) + V- (0q¥) = —Qpn — Qranr - (4.9)

Subtrahiert man Gleichungen (4.5 und (£.6) von Gleichung (4.3]), so erhilt man
eine prognostische Gleichung fiir die Dichte trockener Luft:

Doq D04

Dt —E‘FV'(de):O. (4.10)

In der advektiven Form lauten die Dichtegleichungen

do

E:—Qv'ﬁ‘i‘ Qv — Qfaur s (4.11)
do, .
dt = _QUV'U+QU+Qph> (412)
d —
% =—0oV U= Qpr — Qra , (4.13)
doq 5
— = — - 4.14
It 04V + U (4.14)

Wie sich spéter noch zeigen wird, ist es an einigen Stellen von Vorteil, mit den
Mischungsverhéltnissen anstelle der Gesamtdichten zu rechnen.

dTv d (&) _ Qd% - QU%

dt — dt \ o 02
_ _Qd(gvv . U+ Qv + Qph) - Qv(_gdv : 17)
%
1
= (Qu+ Q). (4.15)
0d
Analog dazu ist
d’f’l 1
= _&<Qph + Qfant) (4.16)

und insbesondere
dr, dr, dr 1

Ty +%:&(Q’U—Qfall)' (4.17)
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Ebenso lassen sich die Tendenzgleichungen fiir die spezifischen Dichten berechnen:

dq, 1
ch =5 (@t @ = 0[Qu = Qrau]) (4.18)
% N ‘é (Qp+ Qfan — @l@v = Qanl) (4.19)
d 1
% = E <Qd[Qfall - Qv]) . (420)

4.2 Berechnung der Quellterme

4.2.1 Phasenumwandlungsterm

Bei der Berechnung des Phasenumwandlungsterm wird in unserem Modell auf die

aus der Optimierung bekannten Fischer-Burmeister-Funktion ¢ zuriickgegriffen
(siehe dazu z.B. Kong u.al [2007]):

plab) =a+b—va2+b>. (4.21)

©(a,b) ist eine NCP-Funktion (Nonlinear Complementarity Problem) und weist
folgende Eigenschaft auf:

ela,b) =0<a>0,b>0,ab=0. (4.22)
Fiir unseren Fall setzen wir
a = 0,(T) — 0, (4.23)
und

wobei ¢f(T') dabei die Dichte des Wasserdampfs bei Séttigung ist. Sie wird iiber
den Sattigungsdampfdruck berechnet:

(1) = %)

- . 4.25
RT (4.25)

Der Ausdruck gf(T") — o, wird als Séttigungsdefizit bezeichnet. Dies ist genau
diejenige Menge an Wasserdampf, die das Luftgemisch bis zur Séttigung (H = 1)
noch aufnehmen kann. Der Phasenumwandlungsterm lautet also unter Beachtung
der Einheit

AQu(g(T) — 00,0)) = 65(T) — 00 + 01—/ (@3(T) — 0.2 + 62 (4.26)

und ist somit nur von den Dichten des Wasserdampfs und Fliissigwassers sowie

der absoluten Temperatur abhéngig.
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Es sollen nun zwei Félle betrachtet werden, in denen Phasenumwandlungen
stattfinden konnnen. Ist g, > o} (7'), so ist @)y negativ; es tritt also Kondensa-
tion ein (0, —> ©;). Herrschen hingegen ungeséttigte Verhéltnisse (o, < 05(7T)),
kommt es nur dann zu Verdunstung, wenn Wolkenwasser vorhanden ist (g; > 0).

In der Literatur finden sich noch zahlreiche andere Formulierungen zur Berech-
nung der Phasenumwandlungsrate. Neben itereativen Verfahren (z.B. bei [Bryan
u. Fritsch, 2002, Gl. (27)]) wird hiufig auch Folgendes verwendet:

Qpr = —Pe(qw — Qus)Qmaz tanh ( @ ) 0, (4.27)

Qimazx

wobei q,s = 0,622(es(T")/[p—es(T)]) die spezifische Séttigungsfeuchte ist. ¢nee =
1075 und ®, sind Konstanten, wobei der Relaxationsfaktor ®, so gewihlt wer-
den muss, dass die Zeitdiskretisierung den Prozess der Phasenumwandlung bei
gegebener Gitterweite auflosen kann (Reisner u.a! [2005]). Dariiberhinaus ist
es moglich, den Phasenumwandlungsterm (), liber einen sogenannten Anpas-
sungsprozess (adjustment process) zu bestimmen. Dabei werden diagnostisch die
neuen Werte fiir ¢, und ¢ bestimmt — allerdings mit der Einschrinkung, dass
Uberséttigung nicht erlaubt ist. (Satoh [2003])

Der Vorteil der Formulierung in unserem Modell ist, dass @), direkt berechnet
wird und auch leichte Ubersittigung erreicht werden kann, was wiederum im
Einklang mit realen atmosphérischen Prozessen steht.

4.2.2 Wasserdampfproduktionsterm

Der Term @, reprasentiert die Produktion von Wasserdampf, welche — wie bereits
anfangs erwdahnt — durch Verdunstungsprozesse iiber Wasserfldchen oder Boden-
schichten entsteht. Ein Bodenmodell, welches geeignete Parametrisierungen fiir
@, beeinhaltet, wurde bereits in ASAM implemetiert. Da jene Parametrisierun-
gen aber nicht Gegenstand dieser Arbeit sein sollen, sei hier auf die entsprechende
Literatur verwiesen: |Literatur?].

Dennoch soll hier schon einmal vorweggenommen werden, dass fiir das dritte
Testbeispiel aus Kapitel [l eine eigene Quellfunktion definiert wird, um dem Sys-
tem Wasserdampf zuzufithren und somit die korrekte Implementierung von @, zu
testen. Naheres dazu kann dann in der Beschreibung des Testbeispiels nachgelesen
werden.

4.2.3 Niederschlagsterm

Fiir die Bestimmung des Niederschlagsterms Qo = %(Qle) muss zuerst eine
geeignete Funktion fiir die Fallgeschwindigkeit W; gefunden werden. Ist dieser
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Abbildung 4.1: Fallgeschwindigkeiten von Regentropfen in Abhéngigkeit von der
Dichte des Fliissigwassers

Ausdruck dann bestimmt, wird anschlieSend die partielle Vertikalableitung in die
Advektionsroutine implementiert.

Zur Berechnung der zusétzlichen Vertikalgeschwindigkeit der Regentropfen
wird eine Parameterisierung nach Frisius u. Wacker [2007] verwendet. Dabei hingt
die empirische Funktion W} allein von Dichte des Fliissigwassers ab:

F(475) 01 18
W = —c, . 4.28
o) = -G () (1.28)

Dabei sind ¢, = 130 m*/? s~ und Ny, = 8x10% m~* Parameter, oy = 1000 kg m 3
ist die Dichte von Wasser, I' die Gammafunktion sowie 7 = 3,14159265 die
Kreiszahl. In Abbildung .1l ist die Sedimentationsgeschwindigkeit W fiir den
Bereich 0,01 < g; < 10 g kg™ ' dargestellt.

Betrachtet man Gleichungen (4.3]) und (4.6]) und schreibt den Niederschlag-

sterm aus, so folgt:

00 . 0 0

E + Vh : (th) + &(gw) = — &(ngl) + Qv und (4.29)
00 . 0 0
a—tl + Vi (ath) + 5-(aw) = = o (Wrar) = @Qpn, (4.30)
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wobei @, = (u,v)T der horizontale Windgeschwindigkeitsvektor ist und V; =
(0/02,0/0y)T den Nabla-Operator fiir die Horizontalkomponenten darstellt. Nun
kénnen die Sedimentationsterme auf den rechten Seiten der beiden Gleichungen
in die Advektionsterme der linken Seite integriert werden.

00 . 0

i + V- (th) + %(Qw + Qle) =Qy , (4-31)
%% 4 9, - (o) + Lialw + W) = - Q (4.32)
ot h - (O01UR 92 or|\w fl) = ph - :

Der Term Q4 taucht auch auf den rechten Seiten der prognostischen Gleichun-
gen der thermodynamischen Variablen auf. Dort kann analog wie bei den Dichte-
gleichungen verfahren werden, allderdings sind die entsprechenden Vorfaktoren
zu beachten, welche das Ergebnis der zeitlichen Differentiation der thermody-
namischen Variablen sind und im folgenden Unterkapitel hergeleitet werden.

4.2.4 Quellterme thermodynamischer Variablen

Fiir jedes 6, muss der Quellterm df,./dt auf der rechten Gl. (£.4]) separat berech-
net werden. Die Berechnung dieses zeitlichen Differentials ist oftmals relativ
aufwindig. Daher sind die Herleitungen der Quellterme in Appendix [Bl nachzule-
sen. Dariiberhinaus erhélt man jeweils unterschiedliche diagnostische Zusam-
menhénge zu anderen meteorologischen Groflien. Als wichtigste davon ist die ab-
solute Temperatur zu nennen, da aus ihr (iiber die Zustandsgleichung idealer
Gase) der Luftdruck und weitere diagnostische Gréfien berechnet werden kénnen
(Sattigungsdampfdruck, relative Feuchte, Energie etc.).

4.2.4.1 Verallgemeinerte virtuelle potientielle Temperatur
Der Quellterm fiir die verallgemeinerte virtuelle potentielle Temperatur ist:

o (B _a g [Rm])o

dt Qd m Cpml

- L
_ b <1n e ) Qi

Cpml Cpml T R

) Cpl ‘9 0 ngWf
+2(EZ1—-Iln7 ) all — eW 0, . (4.33
( [ ]+ Qfall ortom 8z(Ql Wy) — © oaComs (4.33)

mit dem in Kapitel hergeleiteten Ausdruck fiir die verallgemeinerte virtuelle
potentielle Temperatur:
1+7r,/e

9,=0——
1+TU—|—7’1

(4.34)

e
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Die Flussformgleichung fiir 6, gemaff Gl. (£.4) ist dann:

D(eby) _ o0, (& U WS {i v D Q

Dt 0d Rm Y Rm Cpml
Qeg ~ Cpl — Cpo Lv
~ ey
Qd ( nr Cpmi * CpmlT R ) Qph
00, ( Cpi ) o0, 0O
+—(—[1—1Inn all — eW
0d Cpml [ ] Qf 8 04C pml 8Z(Ql : f)
o gW
— 00,27 4 0,(Q — Qran)
OdCpmi
e or a2
=— n v
Qd Rm Rm Cpml Q
Qe ~ - va Lv Rv
In - -
Qd ( Cpml * CpmlT Rm Qph
Qeg Cpl ~ 0 gﬁg 0
Lo (B — 7)) = (aW;) — = (oW
* Qd (Cpml [ nﬂ-]) 32 (gl f) OdCpmi 8Z(Ql fel)
— 00,219 (4.35)
Qdcpml

Um diagnostisch weitere Groflen aus der verallgemeinerten virtuellen poten-
tiellen Temperatur bestimmen zu konnten, eignet es sich, zuerst die absolute
Temperatur zu berechnen. Dazu erweitert man von Zéhler und Nenner von Gle-
ichung (£34]) ersetzt den Luftdruck p durch die Zustandsgleichung idealer Gase:

0d + 0y
0, = gt L RatV
Y

Km Rv
= 00, —T(po) (Qd"‘_gv) :
p Ry
Po o Rv
=T - v |,
(mtemr) (ot 7o)

frm R
_ lx Po o) . 4.37
<(Qde + QURU)) (Qd * RdQ ) ( )

Damit lésst sich 6, explizit nach T" auflésen und wir erhalten

- ({@devav} 1 ) e L

pO Qd_'_RdQU

(4.36)

Eine Gleichung fiir den Luftdruck p in Abhéngigkeit von 6, findet man, in-
dem man die Zustandsgleichung fiir ideale Gase (2.3]) mit der verallgemeinerten
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virtuellen Temperatur (2.27)) schreibt:

1+7r,/€ D )”m <ng99> L/(=rm)
= oR,/ T —— = RO, | — = . 4.39
p=oRil————-=0¢ 9<p0 e (4.39)

Alternativ ist es natiirlich auch moglich, den Luftdruck direkt {iber die Zus-
tandsgleichung idealer Gase zu berechnen, da die absolute Temperatur bereits
diagnostisch bestimmt wurde.

4.2.4.2 Aquivalentpotentielle Temperatur

Mit dem im Anhang hergeleiteten Quellterm folgt fiir die rechte Seite der Ten-
denzgleichung der dquivalentpotentiellen Temperatur:

D<Q9€> Qee
Z\Ee) 1
Dt QdeRv nHCpn
L L
n [ e <—” —R,InH - ¥ [Rdln (1@) R, InH + 2 D +ee} O,
oacp \ T Cp Pd T
Qee Cpl Po TULU 0
— | Rgln |—| —r,R,1 — 0. — (oW
" [Qdcp Cp < o {pd} ' nH T ) } 8Z(Ql )
00, 0 00.019Wy
— — (oW - 4.40
0 8Z(Ql rer) 0ac (4.40)
mit -
d
6. =T (po) R Tt (L”T”) (4.41)
e = — r ex . .
Dd P CpT

Die physikalische Bedeutung des ersten Terms auf der rechten Seite von Gleichung
(Z40) ist folgende: Fallt beispielsweise ein Regentropfen in ein untersittigtes Ge-
biet (H < 1), so kommt es zu einer irreversiblen Entropieproduktion, da der
Regentropfen allméhlich verdunstet. Eine Umkehrung dieses Vorgangs ist nicht
moglich, da in einer nicht-gesittigten Atmosphére kein Fliissigwasser produziert
werden kann. Auflerdem kann man erkennen, dass die absolute Temperatur T
nichtlinear in 6, eingeht und man dadurch nicht explizit nach 7" auflésen kann.
Aus diesem Grund wurde fiir die Berechnung von 7" ein Newton-Verfahren nach
Sebah u. Gourdon [2001] implementiert. Mit einem Newton-Verfahren kann it-
erativ die Nullstelle einer differenzierbaren Funktion f(z) = 0 mit hinreichen-
der Genauigkeit bestimmt werden. Man beginnt mit einer ersten, , geratenen®
Nullstelle 7Ty (man wihlt dafiir z.B. die Temperatur aus dem vorangegangenen
Zeitschritt) und findet folgendermaflen die neuen Nullstellen:

f(T2)

Tn - Tn - >
- f(T)

(4.42)
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wobel
o L
Do p —rvly vy
Ty =7 (2)" 55" x — 0., =0, 4.43
sy =1 (2) b (£2) -o. (4.43

wobei 0., die aktuelle, prognostisch berechnete, &quivalentpotentielle Temper-
atur ist. Diese Iteration wird so oft ausgefiihrt, bis die gewiinschte Genauigkeit
erreicht ist. In unserem Modell wurde die Abbruchbedingung folgendermafien
gewahlt:

Ti1 — T <1x 1076, (4.44)

Dieses Verfahren konvergiert in den meisten Fiéllen nach 4-6 Iterationsschritten.
Logarithmieren von Gl. (£41]) und Bilden der ersten Ableitung nach 7" liefert

dInb, _ 1 Ry el(T) (QURU B QURUT‘Z?> n 0v(Cpw — 1) L0,

dT T ¢, T 04c,T \ es(T) es(T)? 04T 04¢yT?
1 0 0, ~dlnes o, 0 Lv)
=—|¢c,—Ryj— —Ry,+—R,T——— 4+ —(Cpp — 1) — —— | .
cpT ( 8 ¢ Qd 0d dT Qd< P 2 oq T

(4.45)
Fiir die Ableitung des Séttigungsdampfdrucks nach der Temperatur benutzen wir

die Clausius-Clapeyron-Gleichung;:

dlne;, L,
dlr R, T2’

(4.46)

Arrangieren der Terme und Vereinfachen fithrt zu der fiir die Newton-Iteration
benotigten Ableitung f'(7'):

df.
dT

06 Ov 06
f/(T) = T (Cp — Rd — a [Rv — Cpo -+ Cl]) = ﬁ(Cpml — Rm) . (447)
P

P

Nach Berechnung der absoluten Temperatur wird der Luftdruck wiederum
iiber die Zustandsgleichung idealer Gase bestimmt:

4.2.4.3 Gesamtenergie

Die Energieerhaltungsgleichung wurde mithilfe der inneren Energiegleichung,
der Bewegungsgleichung und der Tendenzgleichung fiir die potentielle Energie
hergeleitet (siche Anhang [Bl).

oF

LRV (B4 8l0) = (ho + 6+ K)Qu - %@lwf[el Lo+ K], (4.49)
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wobel

2
E=yole+ ¢+ K) = (0aCva + 0vCow + 01¢p1)T + 0vLoo + 0 (gz + 5) . (4.50)

Man erkennt, dass in der Energiegleichung keine Phasenumwandlungsterm @),
auftaucht. Dies riithrt daher, da bei Phasenumwandlungen stets latente in sensible
Wérme umgewandelt wird (und umgekehrt).

Anders als bei der dquivalentpotentiellen Temperatur, lasst sich die absolute
Temperatur diagnostisch aus der Gesamtenergie errechnen:

172
E — 0yLo — 0 (gz + 7)
0dCud + OvCou + O1Cpi .

T =

(4.51)

4.2.4.4 Luftdruck

Die Modellformulierung mit dem Luftdruck als prognostischer Variable kann als
Sonderfall betrachtet werden, da sie einige Unterschiede zu den drei bisherigen
Varianten aufweist. Das Hauptmerkmal dieser Formulierung ist, dass sowohl eine
nicht-konservative Druckgleichung und die konservative Energiegleichung (aus
dem vorherigen Unterkapitel) gleichzeitig benutzt werden. Dariiber hinaus erfolgt
nach jedem Zeitschritt eine diagnostische Druckaktualisierung. Diese Variante ist
besonders geeignet fiir sehr kleinskalige! Phinomene, wie z.B. shock tubes. Dafiir
ist normalerweise ein sehr kleiner Zeitschritt vonnoten. Wie [Kwatra u.al [2009]
zeigen, kann jedoch mit dieser Formulierung eine CFL-Zahl bis zu 300 erreicht
werden. In [Fedkiw u. a) [2000] wird eine Herleitung der nichtkonservativen Druck-
tendenzgleichung prasentiert — unter der Bedingung eines homogenen Grundgle-
ichungssystems, d.h. ohne zusatzliche Quellterme auf den rechten Seite der Euler-
Gleichungen. Des Weiteren sind in jener Arbeit die Gleichungen allgemein fiir ein
Mehrphasenfluss mit insgesamt N Spezies formuliert. Diese Formulierung wurde
in unser ASAM-Modell insofern iibertragen, als dass wir — wie in den vorangegan-
genen Versionen auch — drei Spezies betrachten, ndmlich die spezifischen Dichten
fiir trockene Luft g4, fiilr Wasserdampf ¢, und fiir Fliissigwasser ¢;. Dafiir werden
(zusétzlich zu den ,trockenen“ Euler-Gleichungen) N — 1 zusétzliche prognos-
tische Gleichungen benétigt, da sich eine Spezies immer diagnostisch aus den
anderen berechnen lédsst. Fiir unseren Fall bedeutet dies:

@=1—q—q. (4.52)

Kleinskalig bedeutet hier in dem Sinne, dass Zeitschritte bis in den Bereich At = 1078 s
verwendet werden.
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In Appendix [Bl wird also eine Drucktendenzgleichung mit den eben erwéhnten
Multiphasen-Spezies und unter Beachtung der Quellterme auf den rechten Seiten

der Gleichungen (4.I1]) — (4.13]) hergeleitet. Sie lautet:

dp o @ hv—e@ dp op @
dﬁ“”vv+(@+ o oc " 90,) Pt \8g 00 )

0 e—edp Op Op dp
Z (oW e R I A 4.
+ 0z (Ql f { o Oe 0o 8@1}) DIV 156 (4.53)

mit
p = p(o.€,00,01) (4.54)
und der Schallgeschwindigkeit

9 p , 00  alp
do  0*0e 0 0o, 000

(4.55)

CcC =

Um die partiellen Ableitungen des Druckes zu berechnen, muss an dieser Stelle auf
die Zustandsgleichung idealer Gase zuriickgegriffen werden. Dazu schreibt man
den Druck in der Form von Gleichung (4.54)), also als Funktion der Gesamtdichte,
der inneren Energie und den Partialdichten.

p=(0aRq+ 0uR,)T = ([0 — 00 — o)) Ra + 0uR,) T . (4.56)

Hierbei wird die absolute Temperatur durch die innere Energie ersetzt (siehe
Satoh u.al [2008]):

e =(qacvd + quCon + @cp)T + o Loo (4.57)
= oe :(Qdcvd + 0vCuw + Qlcpl)T + QULOO . (458)

Damit ist die absolute Temperatur

— o,L
T =2 Cvo (4.59)
0dCuvd + OvCuvu + Q1Cpl
und die Zustandsgleichung lésst sich folgendermaflen schreiben:
— 0Oy — 0 R + QURU
lo— o, — o) Fu (o€ — 0uLoo) (4.60)

plo,€,0v,01) =

( ) (Q — Oy — Ql)cvd + 0vCuo + Q1Cpl
Betrachtet man die Drucktendenzgleichung (£.53)), so fillt auf, dass diese nicht in
der Flussform, sondern in der advektiven Form geschrieben ist. Daher war es fiir
diese Modellvariante notig, eine neue Advektionsroutine in das ASAM-Modell zu
implementieren. Zusétzlich dazu tritt auf der rechten Seite von Gleichung (4.53))
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eine Geschwindigkeitsdivergenz auf, welche nicht eliminiert werden kann und da-
her diskretisiert werden muss. Dieser Term lisst sich physikalisch im Ubrigen fol-
gendermaBen interpretieren: Die Divergenz des Gesamtmassenflusses (o¥) fiihrt
zu einem Druckabfall, wihrend dessen Konvergenz zu einem Druckanstieg fiihrt
(vgl. dazu auch [Etling, 2008, S. 106]). Bei den Diskretisierungen der Advektion
und Divergenz muss aufgrund des verschobenen Gitters stets darauf geachtet
werden, dass der Druck im Zentrum und die Windgeschwindigkeit auf der Kante
einer Zelle existiert. Daher miissen Zellgroflen jeweils auf die Kante interpoliert
werden und umgekehrt.






5 Numerische Tests
Text

5.1 “Dry Bubble”

Text

5.2 “Moist Bubble”

Text

5.3 “Moist Bubble” mit fallendem Niederschlag

Text [Reisner u. aJ [2005]
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6 Diskussion und Ausblick

Diskussion und Ausblick ...
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A Liste der Symbole

Lateinische Buchstaben
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GroBe  Wert/Definition Beschreibung

Cp Cp = Cpd + TCpy effektive spezifische Warmekapazitdat fiir
Wolkenluft bei konstantem Druck

Cpd 1004 J kg=! K1 spezifische Wirmekapazitit fiir trockene
Luft bei konstantem Druck

Cpl 4186 J kg Kt spezifische Wirmekapazitéit fiir
Fliissigwasser bei konstantem Druck

Cpmi Cpmi = Cpd + TwCpy + 1y spezifische Warmekapazitét fiir Wolkenluft
bei konstantem Druck

Cpo 1885 J kg=! K1 spezifische Wirmekapazitit fiir Wasser-
dampf bei konstantem Druck

Cud 717 J kg P K1 spezifische Warmekapazitdat fiir trockene
Luft bei konstantem Volumen

Coml Coml = Cud + ToCww + 11¢p  spezifische Wiarmekapazitét fiir Wolkenluft
bei konstantem Volumen

Cov 1424 J kg=! K1 spezifische Warmekapazitdat fiir Wasser-
dampf bei konstantem Volumen

g 9,81 m s~ Schwerebeschleunigung

Lo 3,148 x 10% J kg~! Latente Verdampfungswérme bei 0 K

L, L, = Loy + (¢py — )T Latente Verdampfungswérme

Do Dy = 0, R,T Dampfdruck bzw. Wasserdampfpartialdruck

q4 qq = Q—Qd spezifische Dichte trockener Luft

qQ q = % spezifischer Fliissigwasser-Gehalt

Qv Gy = %“ spezifische Feuchte

7 r; = % Fliissigwasser-Mischungsverhéltnis

T re =", + 1 Gesamtwassergehalt

Ty Ty = % Mischungsverhéltnis

R R = % individuelle Gaskonstante

R* R*=8,314 J (mol K)~! universelle Gaskonstante

R, ﬁd =287 J (kg K)! individuelle Gaskonstante trockener Luft

R, R — 462 J (kg K)™* individuelle Gaskonstante von Wasserdampf

My

Griechische Buchstaben



B Tendenzgleichungen der
thermodynamischen Variablen

B.1 Innere Energie, absolute und potentielle
Temperatur

Eine prognostische Gleichung fiir die innere Energie lésst sich aus dem 1. Haupt-
satz_der Thermodynamik herleiten, vgl. dazu [Bott, 2008, Gl. (31)] und [Satoh
u. a., 2008, Gl. (B.13)]

d(oe . . 0
% + V- (gev) = —pV - U+ Q. — %(Qleel) —ogWy, (B.1)
sowie alternativ, mit der spezifischen Enthalpie im Advektionsteil ausgedriickt:
d(oe oL 0
% +V - (oht) =7 -Vp+ Q. — g(Qleel) — ogWys. (B.2)
Dabei sind die spezifische innere Energie
e=h-— g = (qaCvd + QuCvo + @cp)T + quLoo (B.3)

und die spezifische innere Energie fiir Fliissigwasser
e =h = cuT. (B.4)
Der Term @, ist mit dem Wasserdampfproduktionsterm verkniipft:
Q. = 1Q,. (B.5)

Gl. (B.)) soll nun in eine Tendenzgleichung fiir die absolute Temperatur umge-
wandelt werden.

0 0 0
e (—Q -+ V- (QU)) + Y (_6 + v - Ve) = —pV . U+ thv — —(Qleel) — ngWf

ot ot 0z
de . 0

e(Qv — Qfan) + Q% = —pV -7+ h,Q, — @(Qlwfel) — agWy
d(pe do . 0

e(Qy — Qfall) + (dt ) - €E = —pV -7+ h,Q, — @(Qlwfel) — agWy

(B.6)

37
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dT .
dt LOO(QUV ‘U — Qv - Qph)

VARIABLEN 38
Dabei sind
( °) d_ ([eacva + 0vCow + 016p]T + 0vLoo)
=T ( dea + Cwo dgv + cpi Cilil) + (0dCvd + 0vCow + Qszz)g Loo%
(Qdcvd + 0vCow + Qszl)TV T4 Tep(Qu + Qpn) — Tepi(Qpn + Qrair)
(

+ 0dCud + OvCou + Qlcpl)

- dT
= GQV “U A (Qdcvd + OvCouv + Qlcpl)a + T(C’U’U[QU + Qph] — Cpl [Qph + Qfall])

+ LOO(QU + Qph) ) <B7>
d@ .
dt = (Qv — Qfall) — GQV V. (B8)
Gleichungen (B.7)) und (B.8) in (B.6):
dT
Qdcvmlﬁ = - T<va [Qv + Qph] — Cpl [Qph + Qfall])
- LOO(Q’U + Qph) - pv ' 17+ thv - Qe,fall
= pv : ’17_'_ (hv - vaT - LOO)QU
0
+ (CplT — vaT — LOO)Qph — $<Q1Wf€l) — ngWf . (Bg)
Umschreiben des Luftdrucks und Eliminieren der Geschwindigkeitsdivergenz:
ﬁ 1 dog doq
V- = — yR)T | ——— | = v Ry) T —— | B.1
pV - v (0aRa + 0vRy) ( gddt) (Ry+r,R,) o (B.10)
doa 1 dp_ pRI dr  p 4T
dt Ry (1+2)dt (R [1+1]))?dt  RT?(1+ %) dt
_adp 0a dry gadT
- B.11
P dt e+r, dt T dt ( )
_ dp dr, dT"  dp
ﬁ_pv'v_a_RTd _Qde+QUR’UE dt_RT(Qv+Qph)
dT
- (Qde + Q’URU)% P (B12)
dT dT
0d (Cvml + R ) dt Qdcpml dt
_dp

dt - R T(QU + Qph) ( vaT - LOO)QU

0
-+ (CplT — Cp ' — LOO)Qph — @(Qleel) — ngWf . (Bl?))
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Der Vorfaktor des Wasserdampfproduktionsterms verschwindet:

(hy — oI — Log — RyT)Qy = (cpuT + Lop — ¢l — Loo — R,/ T)Q, =0, (B.14)
da cpy — ¢y = Ry Mit L, = Loo + (¢ — )T folgt auBerdem:
(epT —cpT—R,T—Loo)Qp, = (T —coT—R,/T—Ly+(cpy—cpi)T)Qph = —LyQph -

(B.15)
Arrangieren der Terme liefert die Tendenzgleichung fiir die absolute Temperatur:
dT dp 0
m - L, Weer) — oW B.16
Cacymi g = = — LoQpn = - (aWrer) — aWyg. (B.16)
Die logarithmische Ableitung ist dann
dinT R, dln L, 1 0 W
_ p_ (o Wye) - 2 (BT
dT Cpmi dt QdcpmlT QdcpmlT 0z QdcpmlT

Im Folgenden soll eine prognostische Gleichung fiir die feuchte potentielle Tem-
peratur hergeleitet werden, da diese fiir die Tendenzgleichung der verallgemein-
erten virtuellen potentiellen Temperatur benétigt wird. Gréflen, in denen die
Feuchte und Fliissigwasser eingehen, werden mit einer Tilde gekennzeichnet, um
sie von den trockenen Grofen (z.B. trockene potentielle Temperatur #) zu unter-
scheiden.

Die feuchte potentielle Temperatur schreibt sich als
R

~ T “pm
== mit 7= (3) ’ (B.18)
™ Po
Logarithmieren des feuchten Exnerdruckes liefert
In# = 2y <£) . (B.19)
Cpml Do
Dabei definieren wir
R, =Rg + r,R, und (B.20)
Cpml =Cpd + ToCpy + T1Cp1 - (B.21)
Es folgt
dlnt R, | _dr, Inm7 dr, n dry R, dlnp
= nmw — — | cpp— +c —
dt At o \ 0 dt Pt ) Ty di
v ln%Qv +Qph _In# ( Cpu Qv +Qph B Cpl Qv +Qfall) + Rm dlnp
m Qd Cpmi Qd Cpml Qd Cpml dt
- R c Cpl R,, dlnp
1 o S|, ot . Ltm
nm ([Rm Cpml:| (Qu + Qpn) + Com (Qpn + Qy zz)) + o dl
In7t (R, Cpo In7 ey — Cpy In7m ¢, R dIn
EILT S N, S L
Qd Rm Cpml Qd Cpmi 0d Cpmi Cpml dt
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und fiir die feuchte potentielle Temperatur:

dlnd dlnT dlns

dt dt dt
R,, dlnp L, 1 0 agW
= - ph— —— - (aWer) — ==L
Cpmi dt QdcpmlT QdCpmi 0z QdCpmi
In7t [ R, Cpo In7 ey — ¢y InT ¢y R, dlnp
() e - R -
m pm pm pm pm
In7 [ R, cpv) 1 _Cpl — Cpo L,
-2 @——(lm” w oy Qpi
Qd ( Rm Cpml Qd Cpmi Cpmi T P
cy Inm G ogW
— " —Qrau — - (aWyer) — L (B.23)
Cpml Od 0dCpmi 0z 0dCpml

B.2 Verallgemeinerte virtuelle potentielle
Temperatur

Ausgehend von der Definition der verallgemeinerten virtuellen potentiellen Tem-
peratur
1+7r,/€
1+r v T 77 ’
ergibt sich ihre Tendenzgleichung durch Anwendung der Produktregel:

d, _ Ldrfe dd 0 ldry 5 ldr/e (dr, dn
dt  dt

0,=10 (B.24)

dt  14r,+rdt  1+r,+redt (L+7,+1m)?

) 1 1
b g (1 i
g dt e+r, 1+r,+r /) dt 14+r,+r dt
:>dln«9@_dln§+ 1 1 dr, 1 dn
dt  dt e+r, 1+r,+r/) dt 14+7r,+r dt

n7 [ R, Cpw ) 1 _Cpl — Cpy L,
= - Qv — — (11171’ P + Q
0d ( Rm Cpml Qd Cpmi CpmlT Ph

Cpl In7 1 0 ngWf
Cpml Od Qfa” OdCpml 0z <Qleel) OdCpml
+ ( 1 . 1 ) Qv + Qph + 1 Qph + Qfall
e+r, l4+r,+m 0d L+r,+n 0d
(B.26)

Sortieren nach den Quelltermen und Beachten der Beziehung

1 1 R, R,
S _ (B.27)
€+ 1y R_:;l + 7y Rd + TUR’U Rm
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dt 0d Rm Y Rm Cpml
— L
(e, e R
Qd Cpmi CpmlT Rm
0 Cpl ~ d)
+ 21—+ =)+
(-] 2) L)
o, 0 aWyg
— —(oWye) — 0 : B.28
QdcpmlT 0z (Ql fel) ¢ QdcpmlT ( )

B.3 Aquivalentpotentielle Temperatur

Die dquivalentpotentielle Temperatur (equivalent potential temperature) lautet
nach [Emanuel [1994]:

Rq
0, =T <@> "1 exp (L”T”> . (B.29)

Da cpT

¢p = Cpa+1iCp ist hierbei die effektive Warmekapazitiat und H = ep(’a,) die relative

Luftfeuchtigkeit. Logarithmieren:

L
Inf, =InT7T+ @(lnpo —Inpg) — roft InH + ( UTU) . (B.30)
Cp Cp T
Umschreiben des Partialdrucks fiir trockene Luft:
p@pd<1+r—v>:>pd: - :>lnpd:1np—ln(1+r—v>. (B.31)
€ 142 €
(B31) in (B30) und £ (E30)
dlné, _alhnT+(1 np 41 [1+QDE @
at - dt Hho P el)dt \ ¢,
R, d Ty d Ty Ry
L (Y [1 —D —HS
+cpdt( np+in +5 ant<0p>
roR,dInH d ([ L,r,
— — ) B.32
cp dt +alt(cpT> (B:32)
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VARIABLEN
Berechnung der zeitlichen Ableitungen:
d Rd Cpl th
B e I i i B.
dt (cp ) R cz dt (B-33)
d Ty 1dp 1 1dr, 1dp 1 dr,
— (=1 1 [1 _D:___ - = ——— B.34
dt( npin b pdt " T¥Zmedt | pdt etr, dt (B.34)
d d d
4 _Bodry | p G dr (B.35)
dt \ ¢, ¢, dt c2 dt
din'H dlnp, B dlney(T)
. dt dt
dlnp 1 1 dry, L, drI
= — — — — B.36
dt (rv €+ rv) dt  R,T? dt ( )
L, dr, L,r,dT B Lyrycp %

d (Lyry\ Ty dL, n
T dt oI dt ¢, T? dt 2T dt

:(CPU_Cpl)%
~(rolep — ) Lery) 1dT N L, dr,  Lyrycy dr
B p o ) T dt ¢, T dt T dt
(B.37)
Fiir die relative Feuchte wurden die Beziehungen
Ty pry
Y =pg2 = B.38
Po =Pd € EFTy ( )
dlnp, dlnp dlnr, dln(e+r,) dlnp dlnr, 1 dr,
= — = — B.
@ dr o dt at i T a erra B
und die Clausius-Clapeyron-Gleichung benutzt:
dlney(T) L, dT
= — B.40
dt R,T? dt ( )
(B.33), (B.34), (B.35), (B.36) und (B.37) in (B.32):
dlnf. dInT Do Cpy dry
— m (B (—p, ptdre
dt a n(pd) ( T2t
R, 1dp 1 dr, R, dr, Cpy dry
— | —— —InH | — —ryR, 2
+cp< pdt+5—|—'r’vdt) " (cp a cl%dt)

ro Ry dlnp+ l_ 1 drv_ L, d_T
dt  R,T? dt

B cp dt Ty €471,
o(Cppw — L,r,\ 1dT" L, dr, Lyryc,d
- <T o= &) _ Lot ) T SULREL (B
Cp ' )T dt ¢, T dt T dt
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Sortieren nach den Quelltermen:

dlné, dInT  Rgq+r,R,dp
Cp——— =Cpm — —
P e p  dt
Cpl Do Cpl Ty L vCpl th
+(—-Ri—lnhn—+r,R—IhH— ——— | —
Cp  Dd Cp T dt
R, Tyl L,\ dr,
- R,1 - R, — | —, B.42
+<€+7’v nH +€—|—TU+T> dt ( )
mit
Cp + 1o (Cpp — Cp1) = Cpa + TuCpy + T1CH = Cpmi - (B.43)
Auflerdem ist Ef‘;{v + Z’jrlfz = Rdg:;:?v) = R, und damit

0. dt T dt p dt = o4

do. mdl R, d 1 /L,
cpdbe _ cpmi D (? — R, lnH) (Qu + Qpr)

1 ULU
_ @ (Rdln@—mvanHJrT ) (Qv = Qar)
0d Cp DPd T

cpmdl R,dp 1 (L,
e R (e R - 3
T dt P dt+gd T Ryl | Qpn

1 va
_i__@ <Rd1n@—TvRU1HH+T )Qfall

0d Cp Dd T
1 (L, vl
—i——(——van?—[—@{Rdln@—rvvanHer DQ
Od T Cp Pd T
(B.44)

Nach FEinsetzen von Temperaturtendenzgleichung (B.I7) in Gleichung (B.44])
erhélt man den Quellterm der dquivalentpotentiellen Temperatur:

. 0

_ _eva
dt 04Cp nHpn

0 L L

T (—” _R,InH - [Rdln <@> fryRyInH + 2 D O,
0acp \ T Cp Pd T
06 Cpl Do T’ULU 0

P Ryln | 22| = 7R, 1 —(aW

* 0dCp Cp (Rd ! {pd] rofto I+ =5 ) 3Z(Ql 2
6. O O.019Wy

— — (oW - B.45
ot az(gz rer) 0ic (B.45)

B.4 Energie

Die Gesamtenergie ist die Summe aus innerer, potentieller und kinetischer En-
ergie.
E=9(e+ ¢+ K) (B.46)
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mit
€ (Qdcvd + GvCov + QICpl)T + QULOO ) (B47)
b =gz (B.48)
172
K= (B.49)

Fiir all diese Energieformen gilt es, eine Tendenzgleichung in Flussform zu for-
mulieren, welche schliefSlich die Gleichung fiir die Gesamtenergie bilden.

OF . 0(pe) d(09) I(oK)
§+V.(Ev) = W+V ( )‘|‘7+V ( OU )+ ot

Dabei ist, ausgehend von Gleichung (B.1])

9(ge)
ot

+V-(0K7) (B.50)

0
%(ngfel) — ngWf . (B51)

Fiir die potentielle Energiegleichung benutzt man die Kontinuitédtsgleichung fiir

(Qeﬁ) = _pv : 6"‘ thv -

die Gesamtdichte sowie die einfache Beziehung Q‘é—t = ogw.

o)

0z
SchliefSlich ergibt sich fiir die kinetische Energiegleichung unter Einbeziehung der

V- (0¢?0) = ogw + agWy + ¢Q. —

Bewegungsgleichung (£.2)):

d(0K) L o
5 —i—V-(QKv)——v-Vp—ng—l—KQU—%

Die Summer der Gleichungen (B.51l), (B.52) und (B.53) ergibt die totale En-
ergiegleichung:

%—f+v (E ):—V-(pU)+(hv+¢+K)Qv—%(Qlwf[€l+¢+K])- (B.54)

(aWK). (B.53)

B.5 Luftdruck

Wir driicken den Luftdruck als eine Funktion der Gesamtdichte, den Partialdicht-
en fiir Wasserdampf und Fliissigwasser sowie der inneren Energie aus und bilden
dessen materielle Ableitung

p :p(gaeagvagl) (B55)
dp 8p do 6p de  Op do, @ do
dt ~ dodt  dedt  Bo, dt = g dt

(B.56)
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Die Kontinuitétsgleichungen wurden in Kapitel 4 vorgestellt und seien hier noch
einmal zusammengefasst:

d —
==V T+ Q, — Qran, (B.57)
do, .
dt = _QUV'U+QU+Qph7 (B58>
d —
% = =0V U= Qpn — Qrau - (B.59)

Als Gleichung fiir die innere Energie muss Gl. (B.) so modifiziert werden, dass
man eine advektive Form erhilt; siehe dazu auch [Fedkiw u.a. [2000].

de P h e 10

% = - —V U+ —va - E(QU - Qfau) - Ea—(Qleel) - (Jlng
e 0

=- —V v+ ;( e)Qy + ——(Qsz) - Q(Qszel) —qgWy. (B.60)

0z
Setzt man nun die Gln. (B.57), (B.60), (B.58) und (B.59) in Gl. (B.56) ein, so

erhélt man als prognostische Druckgleichung

d_p:( 9p pop  Op 5‘p)VU

dt %90 " 0oe %o, “0u
dp dp o, 0
+ a—Q(Qv — Qfau) + 8_ <E< e)Q, + — (Qle) By —(aWyer) — QlQWf>
Op
+ a—QU(Qv + Qpn) + a—gl(_Qph — Qran) , (B.61)

wobei der Vorfaktor der Geschwindigkeitsdivergenz gerade dem Produkt aus
der Gesamtdichte und dem Quadrat der Schallgeschwindigkeit ¢ entspricht. De-
mentsprechend ist

O PO O  aOp
do  02de 0o, 000’

(B.62)

CcC =

Dies ergibt, sortiert nach den Quelltermen:

dp _ 2 R @ h, e@p @
= eV Ut <ag + o 6@) 6@) 0 Qph
dp edp Op 6 Ap op

+( do 00 6gl> 2.9V = 5052 (Qleez) ngWfa (B.63)

mit der Zustandsgleichung

(Q — Ov — Ql) Rd + QURU
(Q — Oy — Ql)cvd + 0vCiw + QiCpl

P(0,6,00,01) = (0e — 0y Loo) - (B.64)
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Differentiation von Gleichung (B.64) nach g, e, g, und g; unter Beachtung von
Produkt- und Kettenregel fiihrt zu den fiir die Druckgleichung (B.63]) benétigten
partiellen Ableitungen:

dp R 0e — 0y Lo
o —1ud
8@ (Q — Oy — Ql)cvd + OvCou + Qlcpl
(0 —0v— @) Ra+ 0, R,
([Q — Oy — Ql]cvd + OvCou + Qlcpl)2
(Q — Oy — Ql) Rd + QURU

- Cvd(ge - QULOO)

n ¢ (B.65)
(Q — Oy — Ql)cvd + OvCuu + QiCpl
0 —0,—0)R v Ry
op _ (e—ov—a)Ra+to . (B.66)
de (Q — Oy — Ql)cvd + OvCuu + Q1Cpl
19) — 0L
% :<RU _ Rd) e o 00
an (Q — Oy — Ql)cvd + OvCou + Qlcpl
(06— 00— 0) Ra+ 0,R,y
- LOO
(Q — Ov — Ql)cvd + OuvCuu + 01Cpl
Q— 0y —0 R +QvRv
- (va - Cvd)(Qe - QULOO) ( l) d 2 (B67)
([Q — Oy — Ql]cvd + OvCou + Qlcpl)
o ; 0e — 0vLoo
8@[ (Q — Ov — Ql)cvd + 0vCow + QiCpl
—Ov — 0 R + QURU
— (cpr = cva)(0€ — 00 Loo) lo—¢ ) Ra (B.68)

([Q — Oy — Ql]cvd + OvCou + Qlcpl)2
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